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R´ esum´ e.
Cet article analyse l’inﬂuence de variables telles que le taux de progr` es
technique ou le taux de pr´ ef´ erence intertemporel sur la dur´ ee de vie du cap-
ital. L’analyse est r´ ealis´ ee au moyen d’un mod` ele de croissance avec tech-
nologie du type putty-clay, et o` u le progr` es technique r´ esulte de l’effort de
recherche des agents. Contrairement ` a certains r´ esultats r´ ecents obtenus au
moyen de mod` eles o` u le progr` es technique est exog` ene, on montre qu’une
hausse du taux de progr` estechnique ou qu’une baisse du taux de pr´ ef´ erence
intertemporel ne se traduit pas n´ ecessairement par une acc´ el´ eration de l’ob-
solescence ´ economique.
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Introduction
Un des int´ erˆ ets des mod` eles ` a g´ en´ erations de capital par rapport ` a leurs
correspondants avec capital homog` ene est de pouvoir prendre explicite-
ment en consid´ eration le ph´ enom` ene de cr´ eation destructrice. Celui-ci
se caract´ erise par le fait que la dur´ ee du vie du capital existant est in-
ﬂuenc´ ee par l’investissement en nouveaux ´ equipements. Certaines con-
tributions r´ ecentes (Aghion et Howitt (1994), Boucekkine et al. (1997),
Germain et Magnus (1998)) ont mis en ´ evidence, le long de trajectoires
de croissance ´ equilibr´ ee, une relation inverse entre dur´ ee du vie du capi-
tal et taux de progr` es technique3. Cette relation correspond ` a l’intuition :
un taux de progr` es technique plus ´ elev´ e augmente les performances rela-
tives d’une nouvelle machine par rapport au capital existant, et donc accroˆ ıt
l’incitation au remplacement. Par ailleurs, Boucekkine et al. (1997) ont
montr´ e qu’un taux de pr´ ef´ erence intertemporel plus ´ elev´ e se traduisait par
un rench´ erissement du coˆ ut du capital, et donc par un ralentissement de
l’obsolescence ´ economique.
Les r´ esultats pr´ ecit´ es ont ´ et´ e obtenus sous une hypoth` ese importante, ` a
savoir que le progr` es technique est exog` ene. Le but de la pr´ esente note
est de montrer que dans le cas o` u celui-ci est endog` ene, les relations en-
tre, notamment, dur´ ee de vie du capital et taux de progr` es technique ou
taux de pr´ ef´ erenceintertemporeldeviennent beaucoup pluscomplexes. Une
hausse de ce dernier ne se traduit pas n´ ecessairement par une hausse de
l’ˆ age du plus vieil ´ equipement. De mˆ eme, une hausse du taux de progr` es
technique ne s’accompagne pas syst´ ematiquement d’une acc´ el´ eration de
l’obsolescence du capital en place.
Lemod` eled´ evelopp´ edanscettenotepr´ esupposequele progr` estechnique
r´ esultede la d´ ecisiondes agentstant au niveaude sonrythmeque de sonori-
entation en termes d’´ economie de travail ou de capital. Formellement, nous
postulons que la technologie est du type putty-clay avec progr` es technique
endog` ene4. Le d´ eplacement des isoquants qui caract´ erisent la technologie
des g´ en´ erations successives avant leur installation est fonction de l’effort de
recherche fournis par les agents, dans la tradition de la litt´ erature relative
aux fronti` eres des possibilit´ es d’innovation (Kennedy (1964), Samuelson
3Dans le mod` ele de Boucekkine et al. (1997), il est th´ eoriquement possible que T et g
´ evoluent dans le mˆ eme sens. Toutefois, pour des valeurs raisonnables des param` etres, ces
2 grandeurs varient bien en sens oppos´ es.
4En ce sens, la pr´ esente note se situe ` a la crois´ ee (tr` es peu fr´ equent´ ee ` a notre connais-
sance) de la litt´ erature relative ` a la croissance endog` ene et de celle relative aux mod` eles
avec g´ en´ erations de capital. D’autres contributionsdu genre sont celles de de Mello (1995)
et de Aghion et Howitt (1994).2
(1965), Nordhaus (1968)).
Lepapiereststructur´ ede lafac ¸onsuivante. Lasection1d´ ecritl’´ economie
et d´ erive les conditions pour un optimum local. Dans la 2` eme section, on
d´ eduit la fronti` ere des possibilit´ es d’innovation ` a partir de la fonction de
production caract´ erisant un ´ equipement avant son installation. Ensuite, on
d´ ecrit le sentier de croissance ´ equilibr´ ee ` a taux constant. Dans la 3` eme sec-
tion, le syst` eme d’´ equations qui d´ eﬁnit le sentier de croissance ´ equilibr´ ee
est r´ esolu num´ eriquement, ce qui nous permet de proc´ eder ` a l’analyse de
statique comparative.
1. Description de l’´ economie
1.1. Le probl` eme. Soit une ´ economie planiﬁ´ ee, dont le planiﬁcateur al-
loue les ressources entre consommation, investissement et recherche tech-





















































































































































￿ ´ etant donn´ ees pour t
￿ 0. y, c et i sont res-
pectivement la production, la consommation et l’investissement. La fonc-
tion d’utilit´ e u
￿ c
￿ est continue, croissante et concave sur
￿0
￿ ¥
￿. Le taux de
pr´ ef´ erence intertemporel d est strictement positif5.
5On suppose que d est sufﬁsamment grand pour que (1.1) aie un sens.3
La technologie est ` a g´ en´ erations de capital, et est d´ etermin´ ee par les re-
lations (1.2) et (1.3). T
￿ t
￿ est la marge extensive, c’est-` a-dire l’ˆ age de la
plus vieille machine en activit´ e ` a la date t. La g´ en´ eration de capital instal-
l´ ee ` a la date t a exig´ e un investissement ´ egal ` a i
￿ t
￿ et a une capacit´ e de








￿ est donc l’inverse de la productivit´ e du
capital de la g´ en´ eration t. Celle-ci exige par unit´ e produite une quantit´ e
de travail q
￿ t
￿ . L’emploi total est ﬁxe et normalis´ e ` a 1. Comme l’indique
le membre de droite de (1.3), l’emploi se r´ epartit entre celui des ouvriers
qui fabriquent les biens de production y
￿ t
￿ (le premier terme) et celui des
chercheurs qui contribuent au progr` es technologique (le deuxi` eme terme).
x
￿ t
￿ est un indicateurqui mesure l’intensit´ ede l’effortde rechercherapport´ e
au niveau de production. Anticipant quelque peu sur la section 2, on peut
montrer que le long d’un sentier de croissance ` a taux constant, x mesure
approximativement le rapport entre l’emploi des chercheurs et celui des ou-
vriers6. La recherche n’utilise comme facteur que le travail des chercheurs,
dont la productivit´ e est suppos´ ee s’aligner sur celle des ouvriers travaillant












￿ ) est d´ eter-
min´ ee par les relations (1.5) et (1.6). La fonction f d´ ecrit, ` a la mani` ere de
Kennedy (1964), Samuelson (1965) ou Nordhaus (1969, ch.6), la fronti` ere
despossibilit´ esd’innovation ` ala dispositiondu planiﬁcateur. Cettefonction
est suppos´ ee concave et v´ eriﬁer ¶f
￿ ¶g
￿ 0 et ¶f
￿ ¶x
￿ 0. Le planiﬁcateur
d´ ecide de l’intensit´ e de l’effort de recherche x
￿ t
￿ , ainsi que des gains de
productivit´ e du travail g
￿ t
￿ entre deux g´ en´ erations successives. Ce faisant,
il d´ etermine ` a la fois la direction et le taux du progr` es technique. En effet,






































































































pour gT pas trop grand (ce qui sera le cas dans le cadre de l’analyse de la section 3).
7Le progr` es technique qui r´ esulte du travail des chercheurs est donc, ` a la mani` ere des
mod` eles agr´ eg´ es, un progr` es technique ”moyen”, qui porte sur l’ensemble des activit´ es,
production et recherche.4
` a effort de recherche x donn´ e, plus celui-ci est ax´ e sur l’´ economie de tra-
vail, moins ´ elev´ es sont les gains de productivit´ e du capital. A g donn´ e, plus
l’effort de recherche x est ´ elev´ e, plus les gains de productivit´ e du capital le
sont aussi.
Dans le cadre de l’analyse des sentiers de croissance ´ equilibr´ ee faite ` a






￿ . On pourraalorsmontrerque lafronti` eredespossibilit´ esd’innovation
f peut ˆ etre d´ eriv´ ee de la fonction de production ex ante qui caract´ erise un
nouvel ´ equipement avant son installation. En ce sens, le pr´ esent mod` ele
apparaˆ ıtra comme un mod` ele putty-clay avec progr` es technique endog` ene,
qui g´ en´ eralise e.a. le mod` ele clay-clay avec progr` es technique exog` ene de
Boucekkine et al. (1997).
1.2. R´ esolution. En s’inspirant de Malcomson (1975), apr` es inversion de
l’ordre d’int´ egration et quelques manipulations, on peut ´ ecrire le lagrangien





























































































































































￿ sont les multiplicateurs de Lagrange respec-
tivement associ´ es aux contraintes (1.2), (1.3), (1.5) et (1.6). L’´ equation
(1.10) indique que J
￿ t
￿ , la dur´ ee de vie anticip´ ee des nouvelles machines









date ` a laquelle ces nouvelles machines seront d´ eclass´ ees.
Au probl` eme de maximisation de
%








































































































￿ ) pour qu’une solution int´ erieure du




















































































































































































































































￿ 1. Autrement dit, une g´ en´ eration plus r´ ecente ne sera jamais
d´ eclass´ ee avant une plus ancienne8. De (1.12) et (1.14) apr` es changement































Cette ´ equation ´ etablit que le coˆ ut marginal du travail (le salaire ` a l’´ equilibre
d´ ecentralis´ e) est ´ egal ` a la productivit´ e marginale du travail (l’inverse du
travail requis par la machine la plus vieille en activit´ e et par l’effort de
recherche marginal), que multiplie l’utilit´ e marginale de la consommation.
(1.14)d´ ecrit la r` egled’investissement optimalet ´ etablitque le coˆ ut marginal
de l’investissement doit ˆ etre ´ egal ` a son revenu marginal, qui d´ epend de la
8La contrainte (1.8) se justiﬁe dans le contexte du pr´ esent papier dans la mesure o` u
l’analyse se limitera ` a celle de sentiers de croissance ´ equilibr´ ee caract´ eris´ es par cette pro-
pri´ et´ e.6
dur´ ee de vie anticip´ ee de la nouvelle machine.
Par ailleurs, ` a partir de (1.5), (1.6) et (1.13), (1.17) et (1.18) peuvent se





































































On retrouve ` a droite de (1.20) la somme des coˆ uts actualis´ es du travail af-
fect´ e ` a la recherche et ` a la g´ en´ eration install´ ee ` a la mˆ eme p´ eriode, tan-
dis que le membre de droite de (1.21) est simplement le coˆ ut actualis´ e de
l’investissement, multipli´ ee par l’utilit´ e marginale de la consommation.
En annexe 1, on v´ eriﬁe que la trajectoire d´ etermin´ ee par (2) ` a (6) et (12)
` a (18) constitue bien un maximum local.
2. L’´ equilibre stationnaire
Aﬁn de calculer le sentier de croissance ´ equilibr´ ee, nous devons sp´ eciﬁer
la fonction d’utilit´ e u et la fronti` ere des possibilit´ es d’innovation f. Par la





￿ q,o` u q
￿ 1 et q
>
￿ 0. Quant ` ala
fonction f, plutˆ ot que de se donner une fonction ad hoc ayant les propri´ et´ es
d´ esir´ ees, nous choisissons de la d´ eriver de la fonction de production ex ante
associ´ ee ` a chaque g´ en´ eration de capital avant son installation. C’est l’objet
du point suivant.
2.1. La fronti` ere des possibilit´ es d’innovation. Le planiﬁcateur est sup-
pos´ e disposer d’une technologie de type putty-clay, au sens o` u les facteurs
de production travail et capital sont substituables avant l’installation d’une
g´ en´ eration donn´ ee, et compl´ ementaires une fois que celle-ci est en activit´ e.
Ex ante, la courbe d’iso-production caract´ eristique de la g´ en´ eration t est
























￿ sont respectivement la capacit´ e de pro-
duction, l’investissement et l’emploi associ´ e ` a la g´ en´ eration t. A
￿ t
￿ est un
param` etre positif qui mesure la hauteur de l’isoquant. Apr` es division des7
deux membres de (2.1) par z
￿ t































￿ A mesure le d´ eplacement de l’isoquant, autrement dit le progr` es tech-
nique. Le planiﬁcateur est suppos´ e contrˆ oler le progr` es tehnique via les














￿ , o` u x
￿ t



















































On retrouve donc une fonti` ere des possibilit´ es d’innovation ayant les pro-
pri´ et´ es postul´ ees ` a la sous-section 1.1.
2.2. Sentiersdecroissance ´ equilibr´ ee. Un sentierde croissance ´ equilibr´ ee
(SCE) ` a taux constant satisfait les conditions (1.2) ` a (1.6) et (1.12) ` a (1.18)



































￿ egt, on d´ eduit de (1.3) et (1.10) que T et J sont
constants. De ce fait, y
￿ t














* est lui aussi constant.




















































































Les ´ equations (2.4) ` a (2.7) d´ eterminent le sentier de croissance ´ equilibr´ ee
` a taux constant et forment un syst` eme de 4 ´ equations ` a quatre inconnues g,8




3. calcul du SCE et statique comparative
Le syst` eme d’´ equations (2.4) ` a (2.7) est trop complexe pour ˆ etre trait´ e tel
quel de fac ¸on analytique. En revanche, il peut ˆ etre r´ esolu num´ eriquement
pour un certain jeu de valeurs des param` etres exog` enes. L’annexe 2 d´ ecrit
la m´ ethode qui a ´ et´ e suivie. Les r´ esultats sont pr´ esent´ es ci-dessous dans le




￿ kxb, o` u k et b sont deux constantes positives et o` u b
￿ 1.
L’annexe 3 d´ ecrit une autre approche, analytique celle-l` a, consistant ` a sim-
pliﬁer le syst` eme (2.4) ` a (2.7) au moyen d’approximations du premier ou
deuxi` eme ordre.
Aﬁn de proc´ eder ` a une analyse de statique comparative, il importe de
d´ eterminer au pr´ ealable un SCE de r´ ef´ erence par rapport auquel les com-
paraisons peuvent ˆ etre effectu´ ees. En th´ eorie, il existe un grand choix de








￿ 1. En pratique cependant, on a observ´ e que les choix ´ etaient
limit´ essi on d´ esirait que le SCE de r´ ef´ erence soit caract´ eris´ e par des valeurs
”raisonnables”. Les valeurs qui caract´ erisent le SCE de r´ ef´ erence, ainsi que
cellesse rapportantaux sentiersobtenus apr` esvariationd’un desparam` etres
exog` enes sont regroup´ ees dans le tableau ci-dessous.
R´ esultats de statique comparative
d q k b a g(%) T x(%) b
1 1.0 -1.00 .25 .02 .10 2.03 25.77 6.40 3.65
H
d 2 2.0 -1.00 .25 .02 .10 1.94 25.73 4.13 3.36
3 3.0 -1.00 .25 .02 .10 1.87 25.69 2.87 3.09
H
q 4 1.0 -0.67 .25 .02 .10 2.10 25.84 9.26 3.88
5 1.0 -0.43 .25 .02 .10 2.18 25.96 13.06 4.06
6 1.0 -0.25 .25 .02 .10 2.25 26.19 18.27 4.22
H
k 7 1.0 -1.00 .30 .02 .10 2.17 29.01 6.48 4.49
8 1.0 -1.00 .35 .02 .10 2.34 31.68 6.59 5.22
H
b 9 1.0 -1.00 .25 .015 .10 1.50 34.34 5.47 4.74
10 1.0 -1.00 .25 .025 .10 2.56 20.63 7.06 2.97
11 1.0 -1.00 .25 .03 .10 3.09 17.20 7.57 2.51
H
a 12 1.0 -1.00 .25 .02 .15 1.88 28.49 9.55 3.99
13 1.0 -1.00 .25 .02 .20 1.77 30.94 12.77 4.28
14 1.0 -1.00 .25 .02 .25 1.69 33.13 16.10 4.549
Avant d’analyser le tableau, il importe de souligner que dans l’espace
de variation des param` etres exog` enes ´ etudi´ e (c’est-` a-dire autour du SCE
de r´ ef´ erence), il apparaˆ ıt (au moins num´ eriquement) qu’` a chaque jeu de
param` etres exog` enes correspond un seul SCE caract´ eris´ e par des valeurs
des param` etres endog` enes (g
￿ T
￿ x
￿ b) admissibles 9.
La ligne 1 du tableau d´ ecrit le SCE de r´ ef´ erence. Les lignes 2 et 3
d´ ecrivent des SCE obtenus en augmentant d respectivement ` a .02 et .03,
les autres param` etres exog` enes restant inchang´ es. On observe que quand
l’impatience ` a l’´ egard de la consommation augmente, l’incitation ` a affecter
des recherches diminue (x baisse). g baisse en cons´ equence ` a cause de
(2.4); moins de recherche se traduit par une baisse du taux de progr` es tech-
nique. Une observation int´ eressante r´ eside dans le fait que la hausse de
d s’accompagne d’une l´ eg` ere baisse de T. Ceci est en contradiction avec
un r´ esultat r´ ecent de Boucekkine et al.(1997), o` u la plus grande impatience
des agents rench´ erit le coˆ ut de remplacement du capital, rendant optimal de
retarder le d´ eclassement des vieilles machines. En fait, cette contradiction
n’est qu’apparente, car le r´ esultat de Boucekkine et al. a ´ et´ e obtenu dans
le cadre d’un mod` ele clay-clay, c’est-` a-dire avec b et q exog` enes. Dans le
cadre pr´ esent, le planiﬁcateur peut r´ eagir ` a l’augmentation du coˆ ut de rem-
placement en r´ eoriantant le progr` es technique de fac ¸on ` a diminuer b. Et
c’est bien ce que montrent les lignes 2 et 3 du tableau.
Les lignes 4 ` a 6 d´ ecriventcomment ´ evolue le SCE quand q varie. Comme
chez Boucekkine et al. (1997), l’impact d’une baisse de q est semblable ` a

















￿ q, et moins il est ais´ e en termes d’utilit´ e
de sacriﬁer de la consommation aujourd’hui pour en obtenir d’avantage
dans le futur.
Les lignes 7 et 8 d´ ecrivent l’´ evolution du SCE quand le param` etre k de
la fonction j
￿ x
￿ varie. k mesure la part du progr` es technique ”tombant du
ciel”, au sens o` u, si k augmente, le d´ eplacement de la fronti` ere des pos-
sibilit´ es d’innovation s’acc´ el` ere ` a effort de recherche x inchang´ e. Ceteris
paribus, la recherche ´ etant plusperformante, le planiﬁcateur y consacreplus
9Num´ eriquement, on constate l’existence de deux SCE pour un vecteur de param` etres
donn´ e. Cependant, un seul a des valeurs admissibles pour tous les param` etres endog` enes.
L’autre se caract´ erise par exemple par T
￿ 0.10
de ressources et x augmente. En vertu de (2.4), g augmente aussi. Cepen-
dant, contrairement ` al’intuitionqui voudraitqu’unehausse duprogr` estech-
nique acc´ el` ere l’obsolescence des machines10, on observe que T augmente
avec k. L’augmentation de la recherche (en quantit´ e et en efﬁcacit´ e) aug-
mente la productivit´ e marginale des facteurs, en particulier celle du capital,
incitant ` ainvestir de mani` ereplus capitalistiqueet donc ` a augmenterb. Ceci
rench´ erit le coˆ ut de remplacement du capital et pousse en cons´ equence ` a re-
tarder le d´ eclassement des vieilles machines.
Les lignes 9 ` a 11 d´ ecrivent l’´ evolution du SCE quand le param` etre b
varie. Si b augmente, j
￿ x
￿ se redresse, la productivit´ e marginale de la
recherche s’accroˆ ıt, et donc x augmente. Mais b et x ´ etant normalement
inf´ erieur ` a 1, si b augmente, j
￿ x
￿ baisse (` a x ﬁx´ e), avec par cons´ equent une
efﬁcacit´ e de la recherche qui diminue. L’effet global est donc semblable ` a
celui induit par une baisse de k (cfr. paragraphe pr´ ec´ edent).
Les lignes 12 ` a 14 d´ ecrivent l’´ evolution du SCE quand le param` etre a
varie. Comme l’indique (2.1), a (respectivement 1
￿ a) est l’´ elasticit´ e de
la production au capital (respectivement au travail) relatif ` a une g´ en´ eration
d’´ equipementavantsoninstallation. Siaaugmente, laproductivit´ emarginale
du capital s’accroˆ ıt, tandis que celledu travaildiminue. Les investissements
´ etant par cons´ equent plus capitalistiques (
H
b
￿ 0 ) d’une part, le taux de
progr` estechnique sur le travail g ayant baiss´ e d’autre part (` a cause de (2.4)),
T augmente signiﬁcativement.
En conclusion, il importe de rappeler que pour obtenir certains des r´ esul-
tats ci-dessus, il est essentiel de postuler que le progr` es technique a un coˆ ut
(celui de la recherche). Pour nous en convaincre, nous avons ´ etudi´ e une
version l´ eg` erement simpliﬁ´ ee du pr´ esent mod` ele, o` u seule la direction du
progr` es technique est endog` ene, et non son rythme11. Dans ce dernier con-
texte, il apparaˆ ıt notamment que la dur´ ee de vie d’un ´ equipement demeure
invers´ ement proportionnelle au taux de progr` es technique.
10Intuition que corroborent des r´ esultats r´ ecents de Aghion et Howitt (1994),
Boucekkine et al. (1997) et Germain et Magnus (1998).
11Cette version correspond en fait ` a un mod` ele putty-clay avec progr` es technique
exog` ene.11
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￿ estla variationr´ esultantesur c
￿ t
￿ , comptetenu descontraintes (1.2)
` a (1.6). Or les conditions du premier ordre (1.12) ` a (1.18) sont ´ evidemment

















pour toute variation dc
￿ t
￿ admissible de c
￿ t














































puisque u est concave.
2. R´ esolution num´ erique du syst` eme (2.4) ` a (2.7). L’id´ ee est d’obtenir
une ´ equation en x seul. En substituant b
￿x
￿ egT


























































































En utilisant (A.2) pour remplacer egT dans (A.3), on obtient une ´ equation
en x seul.
Pour r´ esoudre cette ´ equation en x, nous avons utilis´ e une m´ ethode de
quasi-Newton : la m´ ethode de la s´ ecante. Il apparaˆ ıt que pour des valeurs13




￿ 5 (pour m´ emoire, x peut ˆ etre ap-
proxim´ e au premier ordre par le rapport entre le nombre de chercheurs et
le nombre d’ouvriers (cfr. note 4)), on n’a toujours trouv´ e qu’une seule
solution pour l’´ equation (A.3).
3. Analyse analytique via approximation du syst` eme. L’id´ ee est d’ap-
proximer les exponentielles apparaissant dans le syst` eme (2.4) ` a (2.7) par
leurs d´ eveloppement en s´ erie de Taylor du premier ou deuxi` eme ordre,
sous l’hypoth` ese que leurs exposants ne sont pas ”trop grands”. Alors, ce





























































Combinant (3.1) et (3.3), on obtient une expression qui ne fait intervenir





























￿ 1), on v´ eriﬁe ais´ ement que si b
￿ d
; 0, ¶x
￿ ¶d est sup´ erieur










dis que si b
￿ d
￿ 0, alors ¶x
￿ ¶d
￿ 0.
Combinant (3.3) et (3.4), on obtient une expression de T en fonction de



















￿ xb et a l’allure ci-dessous.
Comme (3.1) implique ` a a constant que dg
￿ dx
￿ 0, on observe qu’il est
donc tout-` a-fait possible d’avoir des variations
(i) en sens oppos´ e de T et d;
(ii) dans le mˆ eme sens de T et g si une exog` ene varie (en particulier d).14
Evolution de dT
￿ dx en fonction de x
dT
dx
x b
1
￿ b